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1. Holomorphe Funktionen

Definition 1.1
Fine offene, zusammenhéngende Untermenge {2 C C heiflit Gebiet in C.

Definition 1.2

Sei 2 C C ein Gebiet, d.h. (2 ist offen und zusammenhéngend. Dann heif3t f: 2 —
C,z — f(z) komplexe Funktion und hat eine Darstellung durch zwei reelle Funktionen
in zwei reellen Variablen: f: 2 — C,x + iy — u(z,y) + iv(x,y) mit u,v € R.

Beispiel 1.1
Fiir z € C ist:

k

fR) ==Y =

k=0
z=x4iy = e =W =% % = %(cos(y) + isin(y)) = e cos(y) + ie® sin(y)
= u(z,y) = e"cos(y) v(z,y) = e"sin(y)

Der Raum (C, |-|, 4) ist ein normierter Raum mit der Betragsfunktion
2| = [& + iy = \/2? + y?
Definition 1.3

Sei U eine Umgebung von a € C und U \ {a} C Dy bzw. a ein Haufungspunkt von D(f).
Dann ist

n—00

;I_Igf(z) =beWalmy CU\{a}: 2y — a = Jl_{&f(zn) —b

Bemerkung 1.1
i. Aquivalent zur obigen Definition ist:

lim f(2) =b<& Ve >030 >0: |f(z) —b| <efir|z—a|<d

zZ—a

ii. Weiterhin gilt fir h € R:

lim f(2) =b= lim f(a+h)=bund lim f(a+ih) =0
h—0 h—0

z—a



1. Holomorphe Funktionen

Beispiel 1.2

Es ist:
e —1
lim =1
z—0 z
Denn:
e —1 e —1—z 0O k-1 O | ZF-1
_ 1’ _ D ;
z z = K P I

o k1| Nk |2
k=2 k=1

Wir haben hier die geometrische Reihe angewendet, da |z| € R und |z| < 1, falls z nahe
genug bei Null ist. Damit folgt:

e?—1

z

0 < lim
z—0

—1’§lim I

z—01 — |Z|

Satz 1.1 (Komplexe Grenzwertsitze)
Es gelte «, 5 € C und lim,_,, f(2) = b sowie lim,_,, g(z) = ¢. Dann folgt:

i lim, .| f(2)] = |b|
ii. lim,,, R(f(2)) = R(b), lim.—q S(f(2)) = 3(b)
ili. lim,, af(2) + Bg(2) = ab+ e

iv. im,q f(2) - g(2) =b-c

v lims o I8 =2 falls ¢ £ 0.

BEWEIS:

Es sei auf den Satz iiber allgemeine normierte Radume verwiesen. Im Komplexen ist der
Beweisverlauf analog. Als Neuerung zeigen wir die folgende Eigenschaft: Fiir Folgen
{wn}22g = {un + v, 152 und w = u + v gilt

Wy 222w Uy 2 u A vy 2 v R(wn) 2 R(w) A S(wn) T2 S(w)

Das beweist die zweite und dritte Behauptung zugleich. n

Definition 1.4
Sei a € Dy C C und f eine komplexe Funktion. Dann heifit f an der Stelle a stetig,

genau dann, wenn ¥{2,}22 0 C Dyt 2z, =% a = f(2) > f(a).

Bemerkung 1.2

Aquivalent zur obigen Definition ist: f in a stetig, genau dann, wenn Ve > 03§ >
0: |f(2) — f(a)] < e fir alle |z — a| < 4.



1.1. Differenzierung

Satz 1.2 (Eigenschaften stetiger Funktionen)
i. Seien f und g in a € DyN Dy stetig und «, § € C. Dann sind auch |f|,af +Bg, f-g

und £ 5 (falls g(a) # 0) in a stetig.
ii. Sei fina € Dy und g in f(a) € Dy stetig. Dann ist auch g o f in a stetig.

BEWEIS:
Hier sei auf den entsprechenden Satz im Reellen verwiesen. Der Beweis lauft im Komplexen
ganz analog. m

1.1. Differenzierung

Definition 1.5
Sei a € Dy. Dann heifit f an der Stelle a differenzierbar, genau dann, wenn der
Grenzwert

) i TE =S fa )~ fa)

z—a zZ—a h—0 h

existiert, d.h. eindeutig bestimmt ist. Man schreibt statt f’(a) auch gerne g 4z ~(a).

Bemerkung 1.3
Die komplexe Differenzierung unterscheidet sich grundsatzlich von der Differenzierung
im R?, denn

g 200 = S@) o Fa ) f0)

h—0 h h—0 |h|

Satz 1.3
i. Seien f und g in a € Dy N D, differenzierbar und «, 8 € C. Dann sind f und g auch

stetig in @ und af + By, f - g und 5 (falls g(a) # 0) sind auch in a differenzierbar.
Weiterhin gelten dann die, schon aus dem Reellen bekannten, Ableitungsregeln:

a) (af +fBg)'(a) = af'(a) + By'(a)

b) (f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a)

c) (5)/(61) _f (a)~9(<;)(;)f2(a)'g (a)

ii. Sei fin @ € Dy und g in f(a) € Dy, differenzierbar. Dann ist auch go f in a
differenzierbar. Weiterhin gilt dann Kettenregel: (go f)'(a) = (¢’ o f)(a) - f'(a).

BEWEIS:
Hier sei auf den entsprechenden Satz im Reellen verwiesen. Der Beweis 1auft im Komplexen
ganz analog. n

Beispiel 1.3
i f(z)=c=f'(2)=0



1. Holomorphe Funktionen

i fz)=z= fl(z) =1

iii. f(z)=2"= f'(2) =nz""! fiir alle n € N\ {0}
iv. f(z) =1 = f'(z) = % fiir alle 2 # 0

v. fz) =€ = f(z) = ¢

Bemerkung 1.4
Im Reellen ist fiir o € R allgemein (z%)" = ax®~!. Denn (2%)" = (e* lnw)l =% lnma/x =
ar® a—1

T:OZQZ‘

Im Komplexen ist diese Eigenschaft allgemein nicht giiltig. Denn Inx hat fir x € C
unendlich viele Werte. Dementsprechend kann x® nicht mehr als eindeutige Funktion
definiert werden.

Definition 1.6
Eine Funktion f: {2 — C ist genau dann holomorph, wenn f in jedem Punkt von {2
stetig differenzierbar ist, d.h. f € C'(£2).

Bemerkung 1.5
Die Funktionen in Beispiel 1.3 sind alle holomorph:

Satz 1.4
Mit f,g: £2 — C holomorph sind auch af + B¢, fg, f/g mit «, 8 € C holomorph.

BEWEIS:
Folgt aus Ableitungsregeln n

Satz 1.5

Die Funktion f: z = z + iy — u(z,y) + iv(z,y) ist genau dann holomorph, wenn
u,v auf 2 C R? als reellwertige Funktionen C!-differenzierbar sind und die Cauchy-
Riemannsche Differentialgleichungen gelten:

ou_ v o _ o
or Oy or Oy
Dann gilt:
ou ov  Ov ou
/ el . _Yw A e
BEWEIS:

i. Sei f holomorph = f/(z) = limhﬂow + ilimhﬁow =
ug(x,y) + ivg(x,y). Denn man geht davon aus, dass f stetig differenzierbar ist.

10



1.1. Differenzierung

Dann gilt:
. +h)— f(2)
! — 1 f(z
fiz) = lim Y

— lim u(z + h1,y + ho) +iv(z + hi,y + h) — u(z,y) —iv(z,y)

 h=hi+iha—0 hi +iho

— lim U(.ﬁU + h‘la y) - U(l’, y) + Z(,U(x + hlay) - ,U(x7y)) fiar h2 =0
h1—0 h1

— lim u($+hlay)_u(xay) +Z lim v(x—i—hl,y)—v(x,y)
h1—0 hl h1—0 hl

= ux(x,y) + ’Ux(l',y)

Im Reellen folgt nicht aus lim,_,,,(fi(x) — fa(z) existiert, die Tatsache, dass die
Limites der einzelnen Funktionen existieren.

Es gilt aber weiter f’(z) = —iuy(z,y) 4+ vy(z,y). Denn hierzu kann man die obigen
Schritte ansetzen und h; = 0 setzen. Damit folgt, dass die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen gelten. Aus f’ € C = uy, v, € C = u,v € C1.)

ii. Sei u,v € C'(£2) und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen seien
erfiillt. Wir setzen z = z + iy € £2,h = s +it, |s|, [t| < 1. Dann folgt, f(z + h) =
u(x + s,y + 1) +iv(w + s,y + 1) = u(z,y) + Dyu(z,y)s + Dyu(z, y)t + r1(s,t) +
i(v(z,y) + Dyv(z,y)s + Dyv(x,y)t + ra(s,t)) mit limy o ”'(}fl’t) = lim% =
0. Nun setzen wir r(s + it) := ri(s,t) + ira(s,t). Dann ist f(z + h) = f(2) +
(ug(z,y)+ivg(z,y)) (s + it) +r(h) wegen der Anwendung der Cauchy-Riemannschen

——

h
Differentialgleichungen mit limy_q T(h—h) = (0. Wir stellen das um und erhalten
7f(z+h,2_f(z) = uz(z,y) + ivg(x,y) + L,f) = f(2) = ug + tvg, = vy — iuy,. =

Bemerkung 1.6
i. Nicht jedes u und v gehort zu einer holomorphen Funktion w = u + iv.

ii. Sind u,v zweimal stetig differenzierbar, so ist
AU = Uy + Uyy = Vyg — VUgy = 0
AV = Vg + Vyy = —Uyg = Ugy = 0
eine notwendige Bedingung. Fiir holomorphe Funktionen sind u,v € C?.

iii. Es gehort u = 22 zu keiner holomorphen Funktion w = u + iv. Denn Au = 2 # 0.

Satz 1.6
Sei f holomorph in 2 und f’ = 0 in 2. Dann ist f konstant.

BEWEIS:
f=u+iv=f =uy+ivy = vy —iuy = 0 = uy = uy = v; = vy, = 0. Damit folgt, dass
u, v konstant. -

11



2. Komplexe Kurvenintegrale

Bemerkung 2.1

Es sei v:t — 2(t) = x(t) + iy(t),a < t < b ein stiickweise glatter Jordanweg, d.h.
z € C' auf den Teilintervallen und 2z’ # 0 sowie v doppelpunktfrei. Jede positive
Umparametrisierung wird ebenfalls 7 bezeichnet und auflerdem identifizieren wir die
Kurve auch mit . Also ist 7 eine orientierte Kurve aus C! und —v die umgekehrt
durchlaufene Kurve. Dann folgt, L(v) = [* /&' (1)2 + ¢/()2dt = [’|2'(t)| dt. Dabei ist
Z'(t) = 2/(t) + iy/'(t) Tangentialvektor. Im folgenden gehen wir immer von einer
positiven Orientierung, sofern nichts anderes angegeben, aus.

Fiir weitere Details siehe [1] oder andere Lektiire zu Analysis II.

Beispiel 2.1
Cr(z0): t = 29 + e, 0 < t < 2. Kreislinie |z — 29| = 7 im positiven Sinn durchlaufen.
Es gilt, ¥ = cos ¢ + isin .

N

Abbildung 2.1.: Darstellung der Kreislinie

Kettenregel Sei f holomorph (also f € C1(£2)) und z(t) sei C!-differenzierbar mit
z(t) € 2 = %f(z(t)) = f'(2(t)) - 2/(t). Denn sei f = u + iv holomorph und 2(t) =

12



x(t) + iy(t) stetig differenzierbar. Dann gilt,
D10 = ulat). o) + (o). 9(0)
Y

/

ug(2,y) - ' (t) + uy(2,y) -y (1) + iva(z, y) - 27(8) + vy (2,y) - ¥ (1))
= ug(2,y) - 2'(t) = va(2,y) -y () + i(va(2,y) - 2" (1) + ua(z,y) - y'())
= (uz(2,y) + ive(x,)) - (&'(1) + iy’ (1) = f'(z(1)) - /(1)

Definition 2.1
Die komplexe Funktion f habe eine Darstellung, die nur von einer reellen Variablen
abhangig ist, d.h. f(t) := u(t) 4+ iv(t), wobei u,v € C([a,b]) sind. Dann berechnet sich

das Integral wie folgt:
b b b
/f@ﬁﬁ::/u@ﬁﬁ+i/v@ﬁﬁ

Satz 2.1 (Hauptsatz der Integralrechnung)
Es gelte F(t) = U(t) + iV (t), wobei U,V € C'([a,b]). Dann gilt:

b

/F@ﬁ:F@—F@

a

BEWEIS:

Der Beweis folgt sofort aus der Linearitdt des Integrals und anschlieBendem zweimaligen
Anwenden des bereits aus der reellen Analysis bekannten ,,Hauptsatzes der Integralrech-
nung® auf die reellen Funktionen U und V. n

Definition 2.2
Es seien f € C(£2),~ eine C'-Kurve in £2 und z: [a,b] — C eine Parametrisierung von 7.
Wir definieren dann folgendes Kurvenintegral:

[ 1) dz = /b ) -t dt

Bemerkung 2.2
i. Falls v nur stiickweise stetig differenzierbar in (2 ist, so ldsst sie sich als v =
Y1 B- - - By, darstellen. Dabei sind 71, . . ., v, wie oben C' L_Kurven und wir definieren

analog:
/f(z) dz := zn:/f(z) dz
0l =1y,

ii. Wie im Reellen ist das oben definierte Integral unabhéngig von der Parametrisierung.

13



2. Komplexe Kurvenintegrale

iii. Das Integral ist linear: [ (af +Bg)dz=a [ fdz+p [, gdz.

Satz 2.2 (Integralabschitzung)
Falls |f(z)] < M auf dem ganzen Weg - ist, dann gilt:

[ 1@ dzl < M- 13)
/

BEWEIS:
O.B.d. A. sei v eine C'-Kurve. Weiter setzen wir F(t) := f(2(t)) - 2/(t). Somit gilt dann,

[, f(z)dz= | : F(t) dt = re’¥ und wir konnen die folgende Abschitzung treffen:

|/f(z) dz| = |/bF(t) dt| = r = R(r) = R (e—w/bF(t) dt) _ /b%(e_wF(t))dt
/]e‘wF ) dt = /yF )| dt = /|f (1)) dt

—ﬂf \ﬁ</M\zNﬁ M- L() .

Satz 2.3 (Zuriickfiihrung auf Kurvenintegrale im R?)
i. Es gilt stets:

/f(z) dz = /(udw —vdy) +1 /(vdm + udy)
gl

v Y

Denn es ist:

/f

u(z,y) +iv(z,y) d(z,y)

\

i [ ula), ye)y () + o), y(e)a' () de

a

:/(udm—vdy)—i—i/(vdm—l—udy)

14



ii. Die Funktion f ist holomorph in 2. Dann folgt, dass die Vektorfelder (u, —v) und
(v,u) die Integrabilitdtsbedingung in (2 erfiillen. Das gilt genau dann, wenn auf
dem sternformigen Gebiet {2 (u, —v) und (v, u) Gradientenfelder sind. Also sind
die Kurvenintegrale wegunabhéngig.

Denn sei f holomorph. Dann folgt, u, = v, und u, = —v,. Also sind die Integrabi-
litdtsbedingungen von SCHWARZ an (u, —v) und (v, u) erfiillt. Der Rest sind bereits
bekannte Folgerungen aus der reellen Analysis.

Bemerkung 2.3
i. Ein Gebiet {2 C R™ heifit sternformig beziiglich xg, genau dann, wenn ein xg € {2
existiert, so dass fiir alle x € {2 immer Zzy C (2 gilt.

ii. f heifit genau dann Gradientenfeld, wenn ein F' mit VF = f existiert.

iii. Die Integrabilitdtsbedingung lautet:

ofi _ 9fj
6xj 8$l

Vi # j

Satz 2.4 (Grundformeln der Funktionentheorie)

Eine der wichtigsten Anomalien, sozusagen das Fundament, welches die Funktionentheorie
tiberhaupt moglich macht, wird in diesen Formeln deutlich (auch wenn die Tragweite
hier noch nicht erkennbar ist):

1
/ dz = 271
z— 20
Cr(20)

/ (2= 20)"dz=0 VYneZ\{-1}

Cr(20)

BEWEIS:
Sei 2z = zo+re' fiir t € [0, 27] die Parametrisierung fiir C;.(2). Damit gilt dann & = ire®,
woraus dz = ire'tdt folgt. Damit berechnet man:

27 27
/ (z—20)"dz = /(reit)” - (ire) dt = ir™t? /e“(”“) dt
CT(ZO) 0 0
27

”H/cos ((n+1)t) +isin((n+ 1)t) dt

0
2 2
(zo/cos n—i—l))dt—/sm((n—i—l))d)

0
[0 m41#£0 0 n#£-1
T2 n41=0 |21 n=-—1 "

15



2. Komplexe Kurvenintegrale

Satz 2.5 (Konstruktion einer Stammfunktion)
Die Funktion f: {2 — C sei stetig und das Kurvenintegral wegunabhéngig. Auflerdem
setzen wir:

F(z) ::jf(w)dw:/f(w)dw
20 gl

wobei v ein beliebiger Weg von zp nach z ist. Dann ist F' holomorph und eine Stamm-
funktion zu f.

BEWEIS:
In jedem Fall gilt F(x +iy) = U(z,y) + iV (x,y). AuBerdem gilt aber nach Satz 2.3:

z z

P = [ fw)do = [(ule,y) de = via,g)dy) +1 [ ((e.y)do+ ulz,g) dy)

20 20
wobei f(z +1iy) = u(z,y) + iv(x,y) gelten soll. Damit haben wir:

z z

Uley) = [(u(e.y)de—viey)dy)  Viey) = [y do+ulz,y)dy)

20 20

Wegen der Wegunabhéngigkeit der Kurvenintegrale folgt, dass U bzw. V' Stammfunktionen
zu den Vektorfeldern (u, —v) und (v,u) sein miissen. Deshalb gilt: U, = u, U, = —v,
Ve = v und V, = u. Woraus unmittelbar U, = V, sowie U, = —V, folgt. Damit
gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Weiterhin sind « und v stetig
vorausgesetzt, also auch U, Uy, V, und V), stetig. Daher lésst sich Satz 1.5 anwenden und
es gilt, dass F' holomorph ist. Weiter gilt daher, dass F'(z) = U, + iV, = u + iv = f.
Also ist F' auch Stammfunktion zu f. ™

Folgerung 2.1
Falls {2 ein sternférmiges Gebiet und f holomorph in 2 ist, dann besitzt f immer
eine holomorphe Stammfunktion F' in {2 und fiir jeden geschlossenen Weg v C (2 gilt:

I, f(z)dz=0.

Definition 2.3
Wir setzen

Q:=C\(RTU{0})={2z€C:z2=re?r>0—7< o<}

und nennen dies die ,, geschlitzte komplexe Ebene“, die trivialerweise sternférmig beziiglich
x € R ist. AuBlerdem ist f(z) = % holomorph in {2. Damit muss nach Satz 2.5 bzw.
Folgerung 2.1 eine holomorphe Stammfunktion F' in {2 existieren:

1 r1 i1 rdt [ irett
F(z) ::/;dz:/;dz—k/;dz:/?—k/ it =lnr+ip
Y 1 r 1 0

16



Diese Stammfunktion erfiillt F'(1) = 0 und wir nennen sie Hauptzweig des Logarith-
mus.

Somit ist der In definiert als:
z

d )
lnz::/—w:lnr—kigp fir z=re¥,r>0,—-nr1<ep<m
w
1
Bemerkung 2.4

i. e =2 fiir alle z € C\ (R~ U{0})
ii. In(e") = w fir alle w € C mit |J(w)| <7

Definition 2.4
Sei {2 ein einfaches Gebiet mit 0 ¢ 2 und F holomorph in {2. Dann heifit F' Zweig des
Logarithmus, wenn gilt

eF@) = 5 Vz e (2

Satz 2.6 (Zweige des Logarithmus)
Zu jedem einfachen Gebiet {2 mit 0 ¢ (2 gibt es unendlich viele Zweige des Logarithmus.
Sie unterscheiden sich um ganzzahlige Vielfache von 2ms.

BEWEIS:
Jede komplexe Zahl z = re’? besitzt unendlich viele Darstellungen der Form z = re
mit k € Z. Daher ist i@ + 2kmi mit k € Z die Darstellung der Zweige des Logarithmus.m

i(p42km)

Bemerkung 2.5
a) Sei £2 die geschlossene Ebene. Dann hat F(z) = In z die Eigenschaft e (?) = ¢n# = 2,
Somit ist der Hauptzweig auch ein Zweige des Logarithmus.

b) Fiir F(z) = Inz + 2kmi folgt, ef'(?) = elnz+2kmi — glnze2kmi — o Also ist F' ein Zweig
des Logarithmus in der geschichteten Ebene (vgl. auch RIEMANN-Schichten).

c) In C\ (R~ U{0}) gibt es genau zwei holomorphe Funktionen fi, fo mit (f1(2))? = 2
bzw. (f2(2))? = z. Diese heiBen Zweige der Quadratwurzel und fiir z = re’® lauten
diese:

In(z) _ e%(ln(r)—&—icp) _ \/;ei%

NI

fl(z):\/}:,z%:e

fQ(Z) _ \/g _ Z% _ eé(ln(z)JrZﬂ'i) — e%(ln(r)+i4p+2m’) _ \/,'jei(ngﬂ)

d) Funktionen der Form 2% mit k € Z, trigonometrische, hyperbolische Funktionen sowie
e” sind eindeutige Funktionen.

e) In z sind die allgemeine Exponentialfunktion a® := €% mit a € C\ {0} und die
allgemeine Potenzfunktion z® := e"*" = e*!"% mit o € C nicht eindeutig. Das heifit,
zu ihnen gehoren mehrere Zweige (i. A. unendlich viele). Speziell hat {/z = 2"/ mit
n € N\ {0} genau n Zweige.
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2. Komplexe Kurvenintegrale

f) Doch fiir a = e ist per Konvention e* := 377 fl - eindeutig definiert. Entsprechend
sind dann:
e — e~ % % 4+ e ?
sinhz i= —— coshz i= ————
2 2
eiz o efiz eiz + efiz
sinz i= —— cosz = ———
2 2

eindeutig. Analog definiert man fiir k € Z die eindeutige Potenzfunktion:
P T RN AL

Definition 2.5
Die Funktionenschaar { f,, }°2, konvergiert genau dann kompakt gegen f, wenn f,,: 2 — C
fiir alle n € N stetig smd und auflerdem {f,}>2, gleichméBig auf jeder kompakten

kompakt f

Satz 2.7 (Satz u})er die kompakte Konvergenz, Vertauschbarkeit von Limes und Integr
Es gelte f, hompak f- Dann ist auch f stetig auf {2 und auflerdem gilt dann:

[ ) dz 2= /f

Teilmenge von {2 gegen f konvergiert. Wir schreiben: f,

BEWEIS:

Sei K C {2 eine kompakte Menge. Dann konvergiert { f,}°°, laut Voraussetzung auf
K gleichméBig gegen f. Dann gilt (wie frither im Reellen), dass f auf K stetig ist. Da
K beliebig war, ist f folglich in jedem Punkt x € {2 stetig. Weiterhin gilt, weil v eine
kompakte Menge ist, folgende Rechnung;:

0<|[ o2z [ Feyde] = | [ ful2) = £ de] < supla(2) = £ - L) " G
Y Y Y
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3. Analytische Funktionen

Satz 3.1
Sei

0o
Z an(z — 29)"
n=0

gegeben und wir fordern, dass f fiir |z — 29| < R konvergent ist, wobei 0 < R < oo
gelten soll. Dann ist f beliebig oft differenzierbar und die Ableitung erhélt man durch
gliedweises Differenzieren.

BEWEIS:
Wir betrachten die Funktion

o0
= nan(z - 20)" !
n=1

welche fiir beliebiges r mit |z — 29| < r < R gleichméBig konvergent ist. Auerdem liege
jeder Weg v in einer solchen Kreisscheibe. Damit folgt aus Satz 2.7 und der Linearitét
des Integrals:

(3.1) /g(w) dw = ni:o:l Nay, /(w — 20)" L dw

5

Da (w — 2z9)" ! holomorph in jedem sternférmigen Gebiet ist, folgt aus Satz 2.3, dass
f (w—20)" ! dw wegunabhéngig ist. Damit gilt Gleiches ebenso fiir das Integral f glw

Der Satz 2.5 liefert nun, dass g eine Stammfunktion besitzt, welche iiber ein Kurvemntegral
darstellbar ist. Wir setzen v, := Zgz, dann hat v, die Parametrisierung w(t) = zo+t(z—20)
mit ¢ € [0,1] und es folgt dw = (z — zp)dt. Damit berechnen wir:

1

/(w — )" tdw = /t"_l(z —20)"dt = (2 — 20)" {nt”

RE] 0

Setzt man dieses Ergebnis in Gleichung 3.1 ein, erhélt man:

/( dw—Znan(z_Zo Zanz—zo )" = f(z) —ao
n=1

Yz n=1
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3. Analytische Funktionen

Nun war aber [, g(w)dw eine Stammfunktion zu g und damit wissen wir, das f(2) — ao
eine Stammfunktion zu g darstellt. Da eine additive Konstante nichts an dieser Eigenschaft
andert, ist auch (f(z)—agp)+ag = f(z) eine Stammfunktion zu g. Damit gilt: f/'(z) = g(z).
Dieser Prozess kann sukzessive fortgesetzt werden und wir erhalten, dass f unendlich oft
differenzierbar ist. n

Definition 3.1
Eine Funktion f: {2 — C heifit auf dem Gebiet {2 genau dann analytisch, wenn fiir alle
2o € §2 ein r > 0 existiert, sodass f auf K,(zp) in eine Potenzreihe entwickelbar ist.

Bemerkung 3.1
i. Ist f analytisch in £2, so ist f € C*°({2) und die Koeffizienten der Potenzreihe a,,
sind eindeutig gegeben durch

F (z0)

n!

Ay —

Denn fiir |z — 20| < R ist:

= i k(k—1)-...-(k—n+1ap(z — 20)* ™ = f™ () = nlay

ii. Sind f und g analytisch in (2, so sind auch Af 4+ ug, f - g analytisch in 2. Dabei
sind A, u € C.

Satz 3.2 (Identitédtssatz fiir analytische Funktionen)

Seien f und g analytisch auf 2 und es gelte f(z,) = g(zy) fir eine Folge {z,}72; C 2\{z0}
mit z, —= 2, wobei zp € 2. Dann gilt f = g auf 2.

BEWEIS:

Seien f(z) = Y2 gar(z — 20)F und g(z) = S22 br(z — 20)* die Darstellungen fiir
|z — 29| < R von f und g. Dabei ist zu beachten, dass wir wieder o.B.d. A. von dem
gleichen Entwicklungspunkt fiir f und g ausgehen kénnen. Wir nehmen an, dass es ein
k € N gibt, mit ay # bg. Weiterhin setzen wir (da die folgende Menge nicht leer ist) noch
m = min{k € N: a # b;}. Dann folgt:

z) = i ar(z — z)F — i br(z — 20)F
k=0 k=0

= i(ak —by)(z — 20)F = i (ar — br)(z — 20)"
k=0 k=m

=(z—20)" i (ax — br)(z — 20)F™™ = (2 — 20) i (z —20)"
k—m=0 —

Dabei wurde die Umbenennung cx_,, = @g_m — bg—p, und die Indexverschiebung n :=
k — m vorgenommen. Auflerdem gilt in dieser Darstellung ¢y # 0. Wir setzen:

h(z) = Z en(z—20)" = Zli_)Irle h(z) = h(z0) =co #0
n=0
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Weil z, 2=2% 2o und f (zn) = g(zn) gelten sollte, folgt aber andererseits auch:

lim h(z) = lim L) =9Cn)

=0
n—o00 n— o0 (Z — ZO)m
Da ein Grenzwert immer eindeutig bestimmt ist, erhdlt man durch Gleichsetzen der
beiden Gleichungen auch:
co = Zh_)n;lo h(z) = Jim h(zn) =0
4 Das ergibt einen Widerspruch zu ¢y # 0, womit die Annahme falsch gewesen sein muss.

Damit folgt, dass es kein k € N mit ag # by gibt, woraus unmittelbar f = g auf ganz
K R(ZO) gilt. ™

Der Satz besagt, dass es fiir analytische Funktionen ausreicht, wenn sie auf einer einzigen,
in £2 konvergierenden Folge iibereinstimmen, um auf vollstindige Ubereinstimmung zu
schlieflen.

Analog kann man fordern, dass f und ¢ auf einer abzahlbaren Punktmenge, die min-
destens einen Haufungspunkt in (2 besitzt, iibereinstimmt. Auch dann ist f = ¢ in
0.

Beispiel 3.1
a) f(z) L ist analytisch in 2 = C\ {w}. Denn fiir zg € £2 mit |z — 20| < R := |w— 20|

:’LU—Z
1 1 _ 1 1 _ywoo _(z=z)"

. o ) . . . L1
it v = wmr T — o 0 Tw—ag) T Dies gilt fir |z| < 1: =
1[}—20
o0
Zn:O qn
b) Die Exponentialfunktion e* ist analytisch in C. Denn e* = ¢*0e* %0 = 3> %)(z —
Zo)n.

¢) Analog sind auch alle trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen analytisch.

Satz 3.3 (Nullstellen analytischer Funktionen)
Sei f auf {2 analytisch und nicht konstant. Dann folgt:

a) f(z) = 0 = 3k € N\ {0} und Umgebung von zg mit f(z) = (2 — 20)*g(z) mit
9(z) # 0.

b) f an den Stellen zp Nullstelle k-ter Ordnung genau dann, wenn f(z9) = f'(z9) = -+ =
FE(20) = 0, f®)(20) # 0.

¢) In jeder kompakten Teilmenge von {2 hat f hochstens endlich viele Nullstellen.

BEWEIS:
Der Beweis lédsst sich mit den obigen Satzen einfach fithren. n
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[Link einfiigen J

3. Analytische Funktionen

Cauchyscher Integralsatz fiir einfache Gebiete Sei f holomorph in einem sternfor-
migen (oder allgemeiner einfachem) Gebiet {2 und v ein geschlossener Weg. Dann
folgt:

(3.2) / F(z)dz =0

Dies ergibt sich aus Folgerung 3 in 16.2

Folgerung 3.1
Die Gleichung 3.2 gilt auch fiir einfach gelagerten Weg ~, d.h. v C ' C 2 mit
einfach.

Bemerkung 3.2
Ein Kreisring ist kein einfaches Gebiet, denn fcr(o) % =27i # 0.

Bemerkung 3.3
Sei f holomorph in 2. Der CAUCHYsche Integralsatz gilt auch fiir allgemeinere Gebiete.

Bemerkung 3.4
Sei f holomorph in 2 = C\ {2p}. Dann gilt:

/f(z)dz: / f(z)dz
2l Cr(z0)

Denn es ist [, f(2)dz+ [_¢, () [(2)dz = [, f(2) dz = [o, () [(2) dz = [5p f(2) dz = 0.
Hierbei umléuft v den Punkt zg einfach positiv, d. h. der Strahl

{20 +te?:t >0}
trifft z(¢) (Parametrisierung von ) in genau einem Punkt.

Beispiel 3.2

1
/ dz = 271
Z— 20

5

Satz 3.4 (Homologiesatz)
Sei {2 ein Gebiet, f holomorph in 2\ {zp} und ~ umlaufe zy einfach positiv. Dann folgt:

/f(z)dz: / f(z)dz

Cr(20)
falls das Innere von v und von C(2p) in {2 liegt.

Definition 3.2
Seien fi, fo geschlossene Wege. Diese sind genau dann homolog, wenn f% fdz= fﬁy2 fdz
fiir jedes f € C1(£2).
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4. Cauchysche Integralformel

Satz 4.1 (Cauchysche Integralformel fiir Kreise)
Sei f holomorph in £2, K,(20) C 2 = f(2) = 55 Jor (20 22 dw fiir alle 2 € K, (20).

T 2m w—z

Satz 4.2 (Cauchysche Integralformel fiir einfach positiv umlaufende Wege)
Sei v ein geschlossener Weg, der jeden von ihm umschlossenen Punkt einfach positiv
umlauft. Es sei v und sein Inneres in {2 enthalten und f holomorph in 2. Dann folgt:

BEWEIS:
Sei z im Inneren von . Dann existiert ein € > 0, dass C-(z) und v homolog beziiglich
2\ {z}. Es folgt, 5L N {U(iuz) dw = 5= Je.) f;(iuz) dw = f(z). n

Satz 4.3 (Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen)
Sei f holomorph in {2, also eine C'-Funktion. Dann folgt:

a) f ist in §2 analytisch (= C*°(£2))

b) f(2) = Y reoan(z—20)" ist Potenzreihenentwicklung um 2y € {2 = Konvergenzradius
dieser Reihe mindestens R = |(zp, 042)| und

(4.1) an:f(n)(z()):L / (f(z)dz Vr:0<r<R

n! 27i z — zg)"t1
CT’(ZO)

Obiges bezeichnet man als Cauchy-Formeln.

Bemerkung 4.1
Im Reellen gibt es keinen, dazu #quivalenten Satz. Eine C'!'-Funktion in (a,b) # f €
C*°(a,b). Betrachten wir beispielsweise die Funktion

{x2 x>0 {23: x>0

f@=1y L2, f@=

0 <0

Die Ableitung ist stetig, also f € C*(R). Doch f” ist in # = 0 nicht differenzierbar, also
f ¢ C*(R).

23



4. CaucHysche Integralformel

Es gibt sogar C'°°-Funktionen im Reellen, die trotzdem nicht analytisch sind. Ein Beispiel

dafiir ist:
1
e 22 x#0
xTr) =
(@) {O o

Es ist f € C°°(R), aber in & = 0 nicht analytisch. Denn wire f(x) = 372 axx”, so wire
; F(0)
insbesondere ap = ~——7—
ist ein Widerspruch.

= 0. Das heifit, in einer e-Umgebung um 0 wére f(z) = 0. Das

Satz 4.4 (Identitidtssatz fiir holomorphe Funktionen)
Seien f, g holomorph auf 2 und zy € 2. Weiterhin gelte f(z,) = g(z,) fiir eine Folge

{2,322, € 2\ {20} mit z, =% 2. Dann gilt f = g auf £2.

BEWEIS:
Da f und g holomorph auf {2 sind, folgt aus Satz 4.3 (i), dass f und g auch analytisch
auf (2 sind. Der Satz 3.2 liefert dann die gewiinschte Behauptung. n

Bemerkung 4.2
i. Es kann nur eine holomorphe Fortsetzung der reellen Funktion e* ins Komplexe
geben, da die beiden in ganz R iibereinstimmen miissen. Diese Fortsetzung lautet:

eF = e = ¢%(cosy + isiny) = Z z

Denn betrachten wir die holomorphe Funktion f(z) = e* mit z € C. Diese stimmt
mit e f4+r x € R {berein. Ist g: C — C ebenfalls holomorph, so wihlen wir
eine beliebige in R konvergente Punktfolge (z,) C R,z, — 29 € R. Dann ist
9(zn) = f(2n). Also gilt nach dem obigen Satz die Identitét.

ii. Gleiches gilt fiir die komplexen Fortsetzungen der reellen Funktionen sin(z) und

cos(x):
. 0o i Z2n+1 (o) " ZQn
Sm(z):;)(_u oI coS(z):nz::O(—l) @)

iii. Damit gelten die aus dem Reellen bekannten Additionstheoreme auch im Komple-
xen.

iv. Die einzige holomorphe Fortsetzung von In(1 4 z) fiir z < 1 aus dem Reellen ins
Komplexe lautet:

o0

n(1+ 2) Z "+1Z V2| < 1

Definition 4.1
Eine auf ganz C holomorphe Funktion heifit ganze Funktion. Insbesondere gilt fiir
ganze Funktionen f(z) = Y o2 a,2z"™ mit z € C. Der Konvergenzradius ist R = co.
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Beispiel 4.1
Polynome, e, sin, cos sind ganze Funktionen.

Satz 4.5 (Satz iiber Potenzreihen)
Fiir zp € C und ein fixiertes R > 0 sei die Potenzreihe

(e}

Z (z —20)" V|z — 20| < R

gegeben. Weiter setzen wir M (f,r) := max{|f(2)|: |z — z0| = r} fir 0 < r < R. Dann
gilt:

M
lan| < (J:L’ r) Vn eN
T
oder sind das
BEWEIS: die Cauchy-For-
Aus der Cauchyschen Integralformel (Gleichung 4.1) und Satz 2.2 folgt: meln?
1 f(z) 1 / f(2)
an| = dz| = . —
anl = |27” / (z — 20)" 1 A= ’27”| | (z — zo)"*! d
Cr Z() Cr(ZO)
f() 1 M(f,r)
dz < — - L(C, .
= / O < o o) T
1 M(f,r) _ M(f,r)
= % S 2mr ,r-n+1 = rn | ]

Satz 4.6 (Satz von Liouville)
Jede beschrankte ganze Funktion ist konstant. Insbesondere gilt: Jede ganze, nicht
konstante Funktion ist nicht beschrankt.

BEWEIS:

Es gelte | f(2)| < M fiir eine ganze Funktion f. Wir kénnen o.B.d. A. den Entwicklungs-
punkt zg = 0 fiir f annehmen. Dann gilt fiir ein beliebiges r > 0, dass f die Darstellung
f(z) =202 ganz™ fiir alle 0 < |z| < r hat. Mit Hilfe von Satz 4.5 ldsst sich nun folgern,
lan| < TM,L fiir alle n € N. Der Grenziibergang r — oo liefert dann: a,, = 0 fiir alle
n € N\ {0}. Eingesetzt in die Potenzreihenentwicklung von f folgt die Behauptung

f(z) = ao. n

Beispiel 4.2
Da die Sinusfunktion im Reellen nicht konstant ist, muss sie im Komplexen unbeschrinkt
sein.

Satz 4.7 (Fundamentalsatz der Algebra)

Wenn p ein nicht-konstantes Polynom mit komplexen Koeflizienten ist, dann hat p
wenigstens eine Nullstelle in C. Daraus folgt der Fundamentalsatz der Algebra: p ldsst
sich als Produkt linearer Faktoren schreiben.
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4. CaucHysche Integralformel

BEWEIS:
Sei p(z) = ap+ -+ - + apz™ mit a, # 0 fur n € N\ {0}. Dann gilt:

ZTL

p(2), _ laol | a1 |an—1]
e l=pE Tttt el

12" 2]

Damit folgt im Grenzwert:

tim |2 = ja, > 0

|z]—o00

Fiir ein ausreichend grofles R > 0 gilt daher aber auch:

\2“;”‘>0 V|z| > R

(4.2) =M Vz|>R

Wir nehmen nun an, dass p(z) # 0 fiir alle z € C wére. Dann wire f := 1% eine ganze
Funktion, weil p als Polynom eine ganze Funktion darstellt. Auflerdem wére f beschrankt
fir |z] < R, weil f stetig ist und f wére beschrankt fir |z| > R wegen Gleichung 4.2.
Damit ist f eine beschrankte ganze Funktion und wegen Satz 4.6 somit konstant. Damit
ist aber auch p konstant. * zur Voraussetzung. Deshalb war die Annahme falsch und p
hat wenigstens eine Nullstelle in C. n

Satz 4.8 (Satz von Morera)
Sei f in {2 stetig und gelte fﬂf f(z)dz = 0 fir jeden einfach gelagerten, geschlossenen

Weg! v in £2. Dann ist f holomorph auf f2.

BEWEIS:

Sei K, (z9) C {2 eine beliebige Kreisscheibe, welche trivialerweise sternférmig ist. Nach
Vorraussetzung gilt, fﬂ/ f(z)dz = 0 fir alle in K,.(z9) liegenden, geschlossenen und
einfach gelagerten . Damit gilt fiir einen beliebigen Weg o' € K, (20), dass [, f(z) dz
wegunabhéngig ist. Nach Satz 2.5 besitzt f nun eine Stammfunktion F' auf K, (zp), die
auBerdem noch holomorph ist. Wegen Satz 4.3 ist F' damit auch analytisch auf K, (2p).
Mit einer obigen Folgerung folgt nun, dass F alle Ableitungen besitzt, welche selber
wieder holomorph sind. Damit ist im Speziellen f = F’ holomorph auf jeder Kreisscheibe
K, (z0) C 2, also auf ganz (2. -

Satz 4.9 (Satz iiber Vertauschung von Differentiation und Grenziibergang)
Sei { fn}52 eine Folge von in {2 holomorphen Funktionen, die kompakt gegen f konver-

gieren. Dann ist auch f holomorph in {2 und fiir jedes k € N gilt: fék)(z) LFompalt, ¥ (2).
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- oder
meint?

BEWEIS:

Wir zeigen zunéchst, dass f holomorph in (2 ist. Dazu sei v ein einfach gelagerter
geschlossener Weg in 2. Dann gilt wegen Gleichung 3.1und der dazugehorigen Aussage
fiir jede auf 2 holomorphe Funktion [ f,(2)dz = 0. Aus der kompakten Konvergenz
von { f,}22, folgt (wie aus Analysis 2 bekannt), dass f stetig ist. Die Vertauschbarkeit
von Grenziibergang und Integration folgt aus Satz 2.7 und damit folgt auch [ f(z)dz =

f,y limy, 00 fn(2) dz = limy, o0 f fn(z)dz = 0.

Wegen Satz 4.8 gilt nun, dass auch f holomorph auf (2 ist. Bleibt noch die Aussage iiber die
kompakte Konvergenz der Ableitungen zu zeigen. Dazu sei K C (2 eine beliebige kompakte
Menge. Wir setzen r := 1dist(K,82) und weiterhin K, := {z € C: dist(z, K) < r}.
Dann gilt K C K, C 2 und K, wieder eine kompakte Menge. Weiterhin sei ein zy € K
fixiert, dann folgt aus Satz 4.3 mit den Cauchy-Formeln und der Additivitit des Integrals:

B) (5} — FR) (5) = f (2) ;.
Fz0) = fa7( 27rz / (z — 20) k+1
CT ZO)
Damit gilt dann unter Verwendung von Satz 2.2 folgende Abschitzung:
k! L(Cr(20))

max If() fn(2)]

2w PR ez
k' 2mr
T on R eCa(XO)‘f( z) = fa(2)]
!
= Tk ‘zelga(x |f( ) fn(z)|
Und damit gilt auch fF) 222 £ gleichmiBig auf K. -

Folgerung 4.1
FEine kompakt konvergente Reihe aus holomorphen Funktionen ist beliebig oft gliedweise
differenzierbar.

Folgerung 4.2
Es sei f stetig auf (2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i. f ist holomorph auf f2.

ii. f ist analytisch auf f2.
iii. f(z+1dy) = u(x,y) + iv(x,y) mit u,v € CH(N2) und u, = v, sowie uy = —v;.
iv. fv f(2)dz = 0 fir jeden einfach gelagerten, geschlossenen Weg + in f2.

BEWEIS:
(i)=(ii) gilt wegen Satz 4.3

'Es geniigt sogar, dass das fiir jeden geschlossenen, in einem sternférmigen Gebiet 2’ C (2 liegenden
Weg gilt.
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4. CaucHysche Integralformel

ii)=(i) gilt wegen Satz 3.1

(i
(i)=(iii) gilt wegen Satz 1.5

(i)=(iv) gilt wegen Folgerung 2.1
(

iv)=(i) gilt wegen Satz 4.8 n

Bemerkung 4.3
Im Reellen gilt die Aussage ,,f € C'(£2) = f ist in Potenzreihe entwickelbar* iibrigens
nicht! Ein Gegenbeispiel dazu ist:

B e 2 x#0

Hier gilt f € C*°(R) und auBerdem f*)(0) = 0 fiir alle k € N. Damit kann f in 2o = 0
nicht in eine Potenzreihe entwickelt werden. Wenn iiberhaupt, muss die Potenzreihenent-
wicklung mit der Taylor-Reihe in einer Umgebung von zg = 0 iibereinstimmen. Es gilt
aber fiir alle z €] — €,¢[\{0}:

[e’e] (k) [e%] [e’e]
07éf(x):zf kl(o)(x—O)k:ZIS‘xk:ZO:O
k=0 ’ k=0 """ k=0
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5. Laurent-Entwicklungen

Definition 5.1
i. Sei f holomorph und Dy = §2\ {20}. Dann heiit zy isolierte Singularitit.

ii. Der Punkt 2y heifit genau dann hebbare Singularitit, wenn es eine auf K (z)
holomorphe Funktion ¢ mit f(z) = g(z) fir alle z € K-(z0) \ {20} gibt.

iii. Der Punkt zp heit genau dann Polstelle, wenn li_>m |f(2)] =0
2—20

iv. Der Punkt zg heiffit genau dann wesentliche Singularitat, wenn zy weder eine
hebbare Singularitit noch eine Polstelle ist.

Beispiel 5.1

a) Die Funktlon f ( ) = n Z) hat in zgp = 0 eine hebbare Singularitidt. Denn g(z) =
1-— g + % g — % +...= Zk o(—1) (21@7:1)' erfilllt die in Definition 5.1 geforderten
Bedingungen.

b) Die Funktion f(z) = 2 =L hat in zp = 1 eine hebbare Singularitéit.

zZ—
c¢) Ebenso hat f(z) = €1 in 2y = 0 eine hebbare Singularitit.

d) Die Funktion f(z) = % hat in zy = 0 eine Polstelle. Denn limz_m\%] = lim,_.g ﬁ = 0.

e) Die Funktion f(z) = e* hat in 2y = 0 eine wesentliche Singularitdt. Denn lim,, oo f (%)

lim,, o €" = 00. Aber lim, o f (—%) = lim,, oo €™ = 0. Damit ist zg = 0 keine
Polstelle und es kann auch keine holomorphe Fortsetzung von f in zy geben. Wie wir
spater noch sehen werden, ist sogar jede komplexe Zahl als Grenzwert moglich. Es
gilt zum Beispiel auch: lim,, s f (27””) = lim,,_, oo (271 = 1.

Beispiel 5.2
0 (z=z)"

a) Wie wir bereits in Beispiel 3.1 (iii) gesehen hatten, gilt, = =>772, Tw—z)™T fiir

alle |z — zo| < |w — 2o]-

b) Aber umgekehrt gilt auch fir |z — zo| > |w — 2o/

T 1 1 1 1 i(w—zo)”__oo (w — zp)"

— J— — _w - — —
w—z zZ—w zzolzzo Z—20 f\ %~ 20
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5. Laurent-Entwicklungen

c) Beides zusammen ergibt:

_ n
1o nsser -zl < w2
—_— . n
w==z - 20:0% |z — 20| > |w — 2o

Durch eine Indexverschiebung und anschlieBendem Ubergang von n zu —n kann man
die zweite Gleichung aber auch in einer (noch) ungewo6hnlichen Form aufschreiben,
die uns spéter noch hilfreich sein wird:

— n
L ZZO:O% |z — 20| < |w — 20|
- _ _ n
w—==z - ni—m% |Z_ZO|>‘1U—Z()|

Definition 5.2
i. Die Reihe Y02 an(z — 20)" heifit Laurentreihe.

n=—oo

ii. Fir eine Laurentreihe Y 0 a,(z — 20)" setzen wir

’)i= 3 ol - 20)"
n=0
—1 0o
h(z) = n;oo an(z — 2)" = nz::l 20"

Dabei heifit 7(z) Nebenteil (oder reguldrer Teil) und h(z) Hauptteil (oder
singulédrer Teil) der Laurentreihe.

iii. Eine Laurentreihe heifit genau dann konvergent in z, wenn 7(z) und h(z) konver-
gieren.

Satz 5.1 (Satz iiber den singuldren Teil der Laurentreihe)
Wir betrachten Y o2 ; (szno)n. Dann gilt:

i. Ist die Reihe konvergent fiir z = z1, so ist sie absolut konvergent fiir alle z mit
|z — 20| > |21 — 20

ii. Ist die Reihe divergent in z = 29, so ist sie divergent fiir alle z mit |z — 29| < |21 — 20].

BEWEIS:
Zum Beweis fithren wir die Aussage auf bereits bekannte Konvergenzeigenschaften von
Potenzreihen zuriick. Dazu setzen wir:

1 1 1

w = w1 = w2 ‘=
Z— 20 21— 20 22 — 20

Damit hat der Hauptteil der Laurentreihe die Gestalt h(z) = > 72, a_pw™.

i. h(z) =Y 02 a_,w} konvergiert = Y o ; a_,w" konvergiert absolut fiir alle |w| <
|wi]. Nun setzt man die Darstellung fiir w und w; ein. Nach der Umstellung der
Gleichung erhélt man das gewiinschte Ergebnis.
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ii. h(z) = Y02  a_pwy divergiert = > 0°  a_p,w™ divergiert fur alle |w| > |wal.
Danach wieder Einsetzen und Umstellen. n

Bemerkung 5.1
i. Diese Konvergenzeigenschaften fiir den Hauptteil einer Laurentreihe sind genau
umgekehrt zu den Konvergenzeigenschaften fiir Potenzreihen von frither. Es haben
sich nur die Relationszeichen gedreht.

ii. Ist der Hauptteil der Laurentreihe konvergent fiir z1, der Nebenteil konvergent fiir
22, so ist die Laurentreihe konvergent im Ringgebiet: |21 — 20| < |z — 20| < |22 — 20]-

Satz 5.2 (Cauchy-Formel fiir Laurentreihen)
Sei f(z) :==>00 o an(z — 2z0)™ konvergent fir p:=|z1 — 20| < |z — 20| < |22 — 20| =: R

mit 0 < p < R < oo. Dann ist f(z) gleichméBig konvergent fiir p+e < |z — 2| < R—p
mit €, 4 > 0. Insbesondere ist dann f in diesem Kreisring holomorph. Dabei gilt:

1 /()
n = R d v R
= o / CET G
Cr(20)

BEWEIS:
Die Tatsache, dass r(z) fiir |z — 20| < R — p gleichméBig konvergent ist, ist schon von den

Potenzreihen bekannt. Sei also p + § = |22 — 20|. Da f konvergent fiir dieses 22 ist, folgt,
oo

dass f(z2) := 302, (Z:_;Z"O)n absolut konvergent ist. Dies impliziert, dass {(Z;_‘Z’;)n }nzl
eine Nullfolge darstellt. Da die Glieder jeder konvergenten Folge auch beschrinkt sind,
gilt, |ZLG:%“n <M & |a_y| < M- |29 — 20|". Sei nun weiterhin p + & < |z — z|. Dann

lésst sich folgende Abschatzung treffen:
o n o ENT
| | = |afn’n‘|z2 Zo|n §M|22 Zo|n§M(P+2>
(z—z20)""  |z2—20[" [2— 2 Z = Zo p+e
Mit dem WEIERSTRASSschen Majorantenkriterium folgt nun, dass h(z) gleichméBig
konvergent ist fiir |z — 29| > p+¢.

a—n

Sei nun K eine kompakte Teilmenge von p < |z — z9| < R. Dann liegt K in einem
Kreisring obiger Art und wie wir bereits gesehen haben, sind r(z) und h(z) damit kompakt
konvergent gegen f. Mit Satz 4.9 folgt dann, dass f auch holomorph ist. Aus Satz 2.7 folgt
aufgrund der kompakten Konvergenz, dass Integration und Grenzwertbildung vertauscht
werden diirfen. Daher gilt:

/ (wf(w))kﬂdw: i an / (w — 20)" " dw

— 20 =
Cr(z0) =T On(20)

Der Satz 2.4 liefert dann, dass nur der Summand mit n = k tibrig bleibt, was uns zu
folgender Gleichung bringt:

/ (wf(w}dw:%'i-ak

— Zo)k+1
C’r(ZO)

Die Division durch 27i liefert das gewiinschte Ergebnis. m
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5. Laurent-Entwicklungen

Satz 5.3 (Identitédtssatz fiir Laurentreihen)
Sei p 1= |z1 — 20|, R := |22 — 20|. Gilt nun

o0
Z an(z — 29)" Z bp(z — zp)" fiir p < |z — 20| < R

n=—oo n=—oo

so sind a,, = b, fur alle n € Z.

BEWEIS:
Der Beweis folgt sofort aus der in Satz 5.2 gezeigten Formel fiir die Koeffizienten der
Laurentreihe. Man braucht nur das gleiche r betrachten. n
Satz 5.4

Sei f holomorph in Ringgebiet und 2 ={z € C: p< |z — 20| < R} mit 0 < p < R < 0.
Dann besitzt f die Reihenentwicklung

o0

f(Z) = Z an(Z - ZO)n
n=-—o00
Sie ist in jeder kompakten Teilmenge von 2 gleichméfig konvergent und a,, = 2m fcr (0) % dw

mit p <7 < R.

Satz 5.5
Sei f eine Laurentreihe wie in Satz 5.2 und M(f,r) := max{|f(z)|: |z — 20| = r} mit

p <r < R.Dann ist |a,| < % fiir alle n € Z.

BEWEIS:
wie ensprechender Satz fiir Potenzreihen (Satz 4.5). =

Beispiel 5.3 (Entwicklung des Kotangens)

cotz = 3=, z#nm, n € Z, holomorph

(s nz—e _e 240, Sz#40:

e’ eizl—0<:)e2“—1:>%220

ef=e"- e =1=e"=1=2=0)
=1

Laurententwicklung fiir 0 < |z| < 7 :

z-cot z = 52— -cosz : an Stelle 0 hebbare Singularitét.
[S”le—l 3,+5,—.. :9(z), ¢(0)#0 g analytisch in C; ¢ #0 fir |z| <7 =
g1 =~ analytlsch fir |[z| <7 (sinz =042 =kn, keZ)

= z- COtZ—m cosz =gi(z)-cosz, 0<|z| <]

o0
= zcotz = Y. anz", |z| < .

n=0
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x
(tanz = ;(—1)”_1%4”(4” - 1)22”_1, |z| < 5

= B
zeotz =3 (—1)"Z2mAn? |z <7

> (2n)!
ro ("B, =0, n=1,2,...; By=1)
_ 22 20 Z7:|: . t s
zcosz—z—aJrﬁfa ...=zcotzsinz
ap aq a2 agp a4 a2 ao
:(a0z+a122+(a2—§)23+(a3—§)z4+(a4—§+5)z5+(a6—§+a—ﬁ)zﬁ—l—...
= a1 = =a5 = =0 =1 S ! = 2
a]y =a3=a5 =...=U, a=1, az2= 3, a4 = 45, ag = 945,...
1 1 1 2
cotz = — — - =S

> 37157 T o5
fir 0 < |z| <

Satz 5.6 (Satz von Riemann)
Sei f holomorph und beschrankt fiir 0 < |z—zp| < R. Dann ist 2y eine hebbare Singularitét.

BEWEIS:

Fiir f = 3%, an(z—20)" und |f| < M folgt, |a,| < 2 mit 0 < r < R. Weiter ist [a_,| <
Mr™ fir n € N\ {0}. Nun gehe » — 0. Dann folgt, a_, = 0= f(2) = > pepan(z — 20)"
mit 0 < |z — 29| < R. Die rechte Seite ist holomorph fiir |z — 2| < R. n

Satz 5.7 (Charakterisierung von Polstellen)
Sei f holomorph mit 0 < |z — 29| < R. Die Funktion f hat genau dann einen Pol in zy,
wenn f von der Form

o

f(z) = Z an(z —20)", meN\{0},a_, #0.

n=—m
ist. Dabei ist m die Ordnung des Pols z.

Satz 5.8 (Kriterien fiir Polstellen)
a) Die isolierte Singularitdt zyp von f ist genau dann ein Pol m-ter Ordnung, wenn
lim,_,,, (z — 20)"™ f(#) existiert und ungleich 0 ist.

b) Sei g holomorph in einer Umgebung von zp und zy Nullstelle m-ter Ordnung von g.
Dann ist % in 2zp ein Pol m-ter Ordnung.

Satz 5.9 (Satzvon Casorati-Weierstraf3)
Sei zg eine wesentliche Singularitdt von f. Dann folgt,

i. Va € C3(zn): zn — 20 A f(2n) — a.

. wy): wy = 20 A|f(wy)]| — oo.
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5. Laurent-Entwicklungen

Definition 5.3
Ganze Funktionen, die kein Polynom sind, heiflen ganz-transzendent.

Bemerkung 5.2
a) Sei f ganz-transzendent. Dann ist f (%) an der Stelle 0 eine wesentliche Singularitét.

BEWEIS:

Sei f(z) = Y o> ganz™ mit z € C (nicht a, = 0 fiir n > ng). Dann ist f nach dem

Satz von Liouville (Satz 4.6) nicht beschrinkt. Somit gilt, f(1) = 0% a2 =
0 a\_,ﬁ L fiir z # 0. Es ist nicht b,, = 0 fiir n < n, somit 0 keine Polstelle g

n=-—o00 n

bn

b) Sei p ein Polynom von Grad n > 1. Dann ist p(2) an der Stelle 0 ein Pol n-ter
Ordnung.

Satz 5.10 (Satz von Casorati-Weierstraf fiir ganz-transzendente Funktionen)
Sei f eine ganz-transzendente Funktion. Dann gilt,

i. Vae C3(zy): |zn] = 00 A f(zn) — a
. I(wp): Jwp] = oo A|f(wy)] = 0.

Satz 5.11 (Satz von Picard)
Habe f an der Stelle zy wesentliche Singularitdt. Dann existiert ein a € C, so dass f in
jeder Umgebung von zg alle Werte von C \ {a} annimmt.
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6. Residuenkalkiil

Definition 6.1 (Residuum)
Sei f holomorph in £2\{zp} und z eine isolierte Singularitét. Dannist f(z) = > 02 an(z—
20)" fir 0 < |z — 29| < R und R > 0. Man bezeichnet a_; als das Residuum von f an

der Stelle zp und schreibt Res(f, z0) := a—1.

Bemerkung 6.1
Fir 0 < r < R und den Weg ~, der 2y einfach positiv umléduft und mit seinem Inneren
ganz in {2 liegt, gilt die einfachste Form des Residuensatzes:

211
Cr(z0)

(6.1) Res(f,z0) =a—1 = i / f(z)dz = 2%” /f(z) dz
gl

Die Gleichung folgt aus der Formel fiir Koeffizienten von Laurentreihen.

Satz 6.1
a) Res(f,z0) = lim,,,,(z — 20)f(2), falls der Grenzwert existiert, d.h. falls zp eine
hebbare Singularitit oder ein Pol erster Ordnung ist.

b) Res(af + Bg,20) = aRes(f, z9) + 5 Res(g, 2o) fiir o, 5 € C.

c) Sei f in zy ein Pol erster Ordnung und g holomorph in einer Umgebung von zy. Dann
ist Res(f - ¢,20) = g(20) Res(f, 20).

d) Sei z eine einfache Nullstelle von f. Dann ist Res(2, z) = %

BEWEIS:
Die ersten beiden Aussagen folgen aus der Laurententwicklung und die beiden letzten
folgen aus der ersten Aussage. =

Beispiel 6.1
Wir haben die Abbildung:

R 1
T 142t (- 20)(z— 21)(2 — 22)(2 — 23)

f(2)

Esist z;, = e TA+2K) it o — 0,1,2,3 und g(z) = 1+2z%. Also ergibt sich fiir das Residuum

Res(f, Zk) - g’(lzk) = é = _%Zk, da Zl% = —1] ist.
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6. Residuenkalkiil

Satz 6.2 (Residuensatz)
Sei f holomorph in {2 mit Ausnahme isolierter Singularitdten. Der geschlossene Weg ~ in
{2 treffe keine Singularitdten. Dann gilt:

N
/f(z) dz = 2mi Z Res(f, zx)
4 k=1

wobei z1,...zy die von v umschlossenen Singularitdten sind.

Allgemeiner und genauer kann man schreiben: Sei v der Rand eines Gebietes M C (2. Das
Gebiet M lasse sich in M, ..., My, mit M =" M; und M; N M; = 0,i # j zerlegen.
OM; umlaufe M; einfach positiv und in jedem M; gebe es hochstens eine Singularitét.
BEWEIS:

Falls in M; keine Singularitét ist, folgt nach dem Cauchyschen Integralsatz, [, M, f(z)dz =
0.

Falls in M eine Singularitét z;, enthalten ist, so folgt nach Gleichung 6.1, [, M, f(z)dz =
2mi Res(f, z). Somit folgt, [5,, f(2)dz =37, fan f(z)dz=2miY p_  Res(f,2r). m

Bemerkung 6.2

Hilfsfunktion f(z) = mcotmz. Es ist f(z) =1 — T — Z—gz?’ 325 25— ... mit 0 < 2] <.
Der Kotanges von z hat einfache Pole an den Stellen kr fiir k € Z. Sonst ist die Funktion
holomorph. Also hat f einfache Pole an den Stellen k € Z. Es ist Res(f, k) = 1 fiir k € Z.

Satz 6.3
Seien p, g teilerfremde Polynome mit degq > degp + 2 Fiir f(z) = mcot wz folgt damit

2o M = = 5w Res(E £, ) fiir g # 0,
Beispiel 6.2

Fiir die Reihe Y2 # ist ¢(z) = 22 = 0 genau dann, wenn z = 0. Also haben wir
— > a—o Res(; Lmcotmz,a) = —Res(; L7 cot 7z,0) und es folgt, 25° T = Res( Lmeotwz,0) =
2
5
. . 4 fi
Weiterhin ist _7° # = 55 und >°7° n% = 3
BEWEIS:
Fiir p(z) = 1 und ¢(z) = z* haben wir nach Bemerkung 6.1 %™ = g = % =
2 7r4 . 2 7'('2
Z% — oL T ... Alsoist Res(g,0) = Pg@=oRes(9,0) = =5 = Yo snez n—lg =5 =
L ,712 = % Nun fahren wir mit ¢(z) = 2* bzw. ¢(z) = 25 fort. n
Satz 6.4
Sei f holomorph in C mit Ausnahme endlich vieler Singularitdten z1, ..., zy, die nicht

auf der rellen Achse liegen. Weiterhin sei | f(z)] < & fir |z] > r und Sz > 0. Dann folgt,

/f dxr = 2mi Z Res(f, zx)

Sz >0
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BEWEIS:
Nach dem Majorantenkriterium konvergent das Integral. Nun sei R > r so grof}, daf} alle
z in KR(0) liegen.

Sy f(2) dz = 2mi g, s Res(f, zx).

R
[y f(2) dz = /Tf(z)dz+/f(z)dz R—o00=|[,. f(z)dz| > 7R
R y*

_>ff°oo —0
= 278 Y g 50 Res(fy 2) = limpoo [, f(2) dz = [Z2 f(2) da. n

Bemerkung 6.3
Falls fur f Abklingbedingung in unterer Halbebene &z < 0: dhnliche Formel.

Beispiel 6.3

2 112 1 :3%. Die Funktion f(z) = % hat in oberen Halbebene einfache Pole: z; = e
und zp = e . Fiir das Residuum ergibt sich Res(f,z1) = —%zl = —%(cos% +isin §)
und Res(f, z2) = —122 = —%(cosT +isin T) sowie 27i S 2 Res(f, z1,) = %

Satz 6.5 (Berechnung von Fourierintegralen [*_ f(t)e®! dt)
Die Abbildung f hat gleiche Vorraussetzungen wie in Satz 6.3, aber |f(z)| < % mit

. ]
|z| > 7, g(z) := f(z)e"*, dabei ist z € R fest. Dann folgt:

o .
/ f(t)etdt = {27” YsusoRes(g,26) >0
- —2MY 052,50 Res(g,2r) <0
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A. Ubungsaufgaben

1.)

5.)

6.)

Wo liegen die Zahlen z in der GAusSschen Zahlenebene?
a) |z 4 3] <2 (Kreis mit Radius 2 und Mittelpunkt bei —3.)

b) j 2L = 1, wobei z1 # z9 € C fest sind.
Nach Umstellen erhélt man, |z — 21| = |z — 22|, d. h. z hat den gleichen Abstand zu
z1 und zs. Also liegt z auf einer Gerade, die senkrecht auf der Verbindungsstrecke
zwischen z; und zo steht.

Bestimme den Real- und Imaginérteil von
a) (44 8i)(3—2i)? = (4+8i)(5 — 12i) = 116 — 8i

b) 448 (44+8)(3+20)% _ 116 _ 8 .

(3+2i)2 — |3+2i|* — 169 169

c) 117;;'\ = 17|12(|1+z | = 1/2[16 — 18i| = |8 — 9i| = /82 + (=9)% = V145
Man stelle die folgenden Zahlen in trigonometrischer Form:
a) 14+1i= V2ei™/4
) 1+iy/3 =23
c) V3—i=2e""/0
Man berechne:

a) =7+ 24i
Im Allgemeinen gilt: (a +ib)? = —7 + 24i = a? — b* + 2abi = —7+ 24i = ab = 12
und weiter ist a? — b = —7 = b* + 70> — 144 = 0 = b?> = 16 = b = +4 und
a = £3.

= Vel% = 5Tk it | = 0,1,2
¢) V=1+41i= /2t = 24Pk it | = 0,1, 2.

d) V=64 =2¢—1 = 2Ve im = 2= "/+*/3 mit k =0,...,5

Man lsse die quadratische Gleichung: 2% + (5 — 2i)z + 5(1 — i) =
Esist p(X) = X2+ (5-2))X +5(1—4) = (X +(3—4)(X + (2 —14)) € C[X] und
man kann sofort die Nullstellen (i — 3), (i — 2) ablesen.

Man charakterisiere geometrisch (Skizze) diejenigen z € C, fiir die gilt:
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a) 0 < R(iz) <1l -1<3(2) <0

b) |z —2|+|z+2]=5
Wir setzen z = a + ib und haben: |[(a — 2) + | + |(a + 2) +ib] = 5 =
Vie—=22+b02+/(a+22+2=5=(a—22+b=(5-(a+2)2+b2)=
25—10v/(a +2)2 + b2+ (a+2)2+b% = 25+8a = 10\/(a + 2)% + b2 = (8a+25)?
100((a+2)24b%) = 64a%+400a+625 = 100a?+400a+400+100b* = 36a>+100b% =
225. Insgesamt ergibt sich somit die Gleichung (%)2 a® + (%)2 =!. Die Gleichung
stellt somit eine Ellipse mit Halbachsen 5/2 und 3/2 dar.

|z+z | =1
Dies ist ein Spezialfall der Aufgabe 1b.

7.) Essei z = —1+i und ¢ = —1/2 — i/2¢/3. Man berechne, z + ¢, 2, 27, (1, 2/¢ sowie
¢/ und stelle das Ergebnis in der Form z + iy und re® dar. SchlieBlich skizziere man
deren Lage in der komplexen Ebene.

) Fiir 2¢ = (—14+0)+(—1/2=2v3) = —9o+ (2512 i = 4 — V/Betorcton@=VB:o0)

4 — \/geiﬂ—i arctan 2_3\/3_

b) Fiir 2¢ = (=1 +i)(=Y2 — i/2v/3) = 8 4 ifa(\/3—1) = 2. ¢i"/2,

C) Fiir Z_l = —11+’L = (71;:;(7—@14»@) — 7127'5 — }615ﬂ/4
= L = — 7 1arctan \f 1 Z'27r
d) Fir ¢ = —7= 1/2\[ o= et V3= ) — i3,

e) Fir z/¢ = % =

—3 —i/2(1 + \/g) — ﬁeiarctan(—Z—\/g,Z) _ \/567:177\'/12'

|§TZ2 _ zzj _ 174\/5 +i/a(1+/3) = 1/ﬁeiarctan(2+\/§,2) = 1/y3el7/12,
8.) Sei w = cos?27/3 4 isin 27/3. Man berechne (aw + bw?)(aw? + bw).
Wir schreiben w = cos?27/3 + isin2r/3s = ¢”*"/* und damit ergibt sich fiir (aw +
bw?)(aw?+bw) = (ae”™3+be’ %) (ae’ ™ *+be*"?) = (a®+b?) 'S +ab(e/34e/3) =
=1
a’+b*+ab (eiQ”/P’ + ei2”/3) = >+ b2 +2abR(e”/?) = a®+b>42ab cos 27/3 = a®+b?—2ab.

f) Fur C/z =

9.) Man driicke die folgenden Funktionen durch cos ¢ und sin ¢ aus:

a) cos3p = 1/2 (e3¢ +e7B3¢) = 1/2 ()3 + (e7%)3) = 1/2 ((cos p + isin ¢)3 + (cos p — isin )3) =
cos® ¢ — 3cos psin? ¢

b) sin3p = 1/2i (€3? — e73%) = 1/2i ((€*)3 — (e7%)3) = 1/2i ((cos p + isin¢)3 — (cosp — isin p)3) =
3cos? psin p — sin® ¢

10.) Zu gegebenem u bestimmte man v so, dass w = u + iv holomorph ist und die
angegebene Anfangsbedingung erfullt:
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A. Ubungsaufgaben

a) u=1a?—y*+zy,w(0)=0
Bei beiden Aufgaben wird eine partiell stetig differenzierbare Funktion gesucht,
die die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und die Anfangsbedingung
erfiillt. Es gilt, g—z = %Z = 2z +y. Also ist v(z,y) = 2xy + v*/2 + h(z). Wegen der
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt sich weiter % =2y+h/(z) =
—g—z =2y — x. Also ist h'(z) = —z und h(z) = —2%/2 4+ ¢ mit ¢ € R. Insgesamt
ergibt sich fir die Funktion

w(z,y) = (2% —y* + 2y) +i 2wy + v*/2 — 2*/2 4+ ¢)

Wegen der Anfangsbedingung w(0) = 0 ist ¢ = 0 und w(z) = (1 — i/2)22.

b) u =23 + 62%y — 3xy? — 2y3, w(0) = 0
Mit selbigen Uberlegungen wie oben ergibt sich w(z) = (1 — 2i)z5.

11.) Sei w = €”*"® Man berechne (vereinfache): (a + b+ ¢)(a + bw + cw?)(a + bw? + cw).
Es ist:

e = cos2m/3 + isin2m/3 = —1/2 4 iV3/2
2= "% = cosAn/3 4 isindn/3 = —1/2 — V32
3 _ /s _ q

Y= wow=—1)2+iv3/2

g & &
I

Also haben wir (a+b+c)(a+bw+cw?)(a+bw?+cw) = (a+b+c)(a®+w(ab+ac)+w?(act
ab+be)+w? (b2 +c2)+whbe) = (a+b+c)(a?+b?+c —(ab+betac)) = a3 +b3+c®—3abe.

12.) Man driicke die Funktionen durch sin ¢ und cos ¢ mit n € N, ¢ € R aus:

a) sinne
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Siehe hierzu auch die Losung zu Aufgabe 9.

sinnp = 1/2i (ei"‘p — e*m“”) = 1/ ((ew)" — (e*w)”)
= 1/2i((cos p + isinp)"™ — (cosp —isinp)")

1/2; (Zn: (Z) k. ik sink o — Z (Z) - (—i)Fsin® 90>

k=0
n
= 1/2 Z (n) i* cos" F psin® - (1 — (=1)F)
k
k=0
125+ n
= 1/2 Z <2k N 1) 212K+ cos 7L o sin?k L o
k=0
L5
= <2k | 1) ik cos™ 21 o gin2hH
k=0
n—l

<2k + 1) 1)k COSTL*Q’C*I (pSln2k+1 (p

||M

b) cosng

cosmg = 1 (e %) = (€9 + )
= 1/2((cos ¢ + isin )" + (cos p —isinp)")

=1/2 Z < ) s" 7k oif sin® o + Z (Z) cos"F p(—i)* sin® go)

k= k=0

0
1/2 < )’L cos" K psin® (1 + (—1)%)
k=0
& (n 2k & (n k 2k 2k
—1 2 — 1 n— i
/2 kz:% <2k> i Fosin? p = z:% <2k>( )" cos psin“” o
13.) Man driicke cos® ¢ durch Funktionen von Vielfachen des Winkels ¢ aus.

1 . .\ 3 1 . . . . . .
3, — i —ip — — (83 120 —1ip i —12¢ —i3p
cos"p = o3 (e +e ) g (e + 3e*“¥e " + 3e7e +e )

1, . . . .
=3 (613“” + 3e"? + 3 + 6_23‘p)

1
é(cos3g0+isin3go+3cosg0+3isingo+3cosg0—3ising0—i—cos3<p—z‘sin3<p)

1
= z(cos 3o+ 3cosp)
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A. Ubungsaufgaben

14.) Man beweise fiir z,w € C: |z 4+ w|* + |z — w|* = 2|z* + 2|w|*.
Fiir allgemeine z € C wissen wir, dass |z|° = z - Z. Also kénnen wir schreiben:
4w+ |z—w)? = +w)ZF0)+(z—w)(z—w) = (24w)EZ+T)+ (z—w)(Z-T) =
(2Z 4+ W + 20 + wZ) + (22 + Wl — 20 — wZ) = 22% + 20w = 2|z + 2|w|?.

15.) Man driicke cos? z und sin* # durch Linearkombinationen von cos kz und sin kx mit
k € N aus.

cost z = 1/t (eix T e—ix)4 ~ 116 (em LM 4 gy fei2e +4€—i2x)
= 1/8(cos4x + 4 cos 2z + 3)

sin® z = cos* (7/2 — x) = 1/8(cos(2m — 4x) — 4 cos(m — 2z) + 3)
= 1/8(cos 4z — 4 cos 2z + 3)

16.) Zu gegebenem u oder v bestimme man v oder u, so dass w = u + v holomorph ist
und die angegebene Anfangsbedingung erfillt wird:

a) v= ﬁ,w@) =0
Wir haben:
_ (22 +42) — 22 _ 22 — 2 L,
! (22 +y2)? (22 + y?)? ’
Y- 2z
Up = ————5—5 =0
z (22 + y2)2 Y
Y- 2z
o) = [y = [ 3 i

In obigem Integral substituieren wir 2 + y? durch z und haben 3—; = 2y, also
dz = 2y dz. Damit lasst sich das Integral als = [ Z% dz schreiben und auflésen:

—X

u(z,y) = ( + f(=)

2% +y?)
Wenn wir u(z,y) nach z ableiten und Koeffizienten vergleichen, ergibt sich, dass
f/(x) = 0 sein muss. Somit ist f(z) = ¢ eine Konstante. Nun kénnen wir die
Anfangsbedingung einsetzen: w(2,0) = u(2,0) + iv(2,0) = —% + ¢ + 07. Damit ist
c= +% und die gesamte Funktion:

- 1
u(z,y) = m + 3

b) u=e*(xcosy — ysiny),w(0) =0
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Wir haben:

vy = e"(zcosy + cosy — ysiny)

vy = €e“(zsiny + siny + ycosy)
v(z,y) = ex/xcosercosy —ysinydy

=e"(zsiny + siny + ycosy — /cosydy) = e*(zsiny +ycosy) + f(z)

Mit dhnlichen Uberlegungen wie oben ergibt sich, dass f(z) = c ist und durch
Einsetzen der Anfangsbedingung wird klar, dass ¢ = 0 gilt.

v(x,y) = e*(zsiny + ycosy)

17.) Drei aufeinanderfolgende Ecken eines Parallelogramms mogen in den Punkten
21, Z2, z3 liegen. Man bestimme die Lage der vierten Ecke.

Assoziiert man C mit R? mit = + iy — (g), so ist klar: z4 = 21 + (23 — 22).

18.) Seien zp und z; zwei benachbarte Ecken eines regelméfligen n-Ecks. Wo liegt die
folgende Ecke?
Sei z der Mittelpunkt des regelméfigen n-Ecks. Dann gilt fiir die Ecken:

20 = z + re'¥o

. 20 -
21 = 2 +reot

. 4771—.
29 = 2+ rePot
(21 —2zp)en' =re¥(emn’ —1)en"

= et POt =

20 =21+ (21 — 20)627”

19.) Einem Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt ¢ = a + b sei ein regelméaBiges

n-Eck einbeschrieben. Eine der Ecken liege im Punkt zp = a + (b + R)i. Wo liegen
die iibrigen Ecken?
Wir setzen ¢ = 0. Dann ist zyp = ¢R. Nun numerieren wir die Punkte des n-Ecks
entgegen dem Uhrzeigersinn mit zg, ..., z,—1. Wir stellen fest, dass sie den gleichen
Betrag, aber eine Differenz von Ap = 27/2 haben. Somit ist der k-te Eckpunkt durch
2z = Re?™/* 1K/ gegeben. Ist nun ¢ = a + ib, so ergeben sich die Punkte durch eine
Verschiebung;:

2 = c 4 Rei™/2tiken/n

20.) Man stelle die Zahlen in trigonometrischer Form dar:
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A. Ubungsaufgaben

a) z=1+itana =1+i32 mit 0 < o < 7/2.

COos &

Wir stellen um und erhalten zcosa = cosa + isina = e'®. Also gilt: z = Coéaew‘

b) 1 —cosa+isina mit 0 < a < 27
Der Punkt liegt auf dem Einheitskreis um ¢ = 1. Es ist ¢ = 5% und somit ergibt

sich z = |z|e’? = /T — 1 cos ae'™/2~1/2,
21.) Berechnen Sie (alle Zweige):

a) log(—e)
Es ist z = e- e +2*k™ und log(z) = loge + im + 2kmi = 1+ (2k + 1) fiir alle k € Z.
b) In(—2)
Bs ist 2z = 2 ¢™2k™ und In(z) = log 2 + im + 27wik = log 2 + (2k + 1)7i fiir alle
keZ.

C) 9t — pilog2 _ ei(log 2+4+2kmi) etlog2—2km _ ilog2 | ,—2km fiir alle k c7.

d) logi
Esist z=1-¢272* und log 2z = log 1 + 4% + 2kmi = i (2k + 1) fiir alle k € Z.

22.) Berechnen Sie (alle Zweige):

a) log 1—\}%’
Es ist 2z = e’ t2 und log z = log 1 + i% + 2kmi = i (1 + 2k) fiir alle k € Z.

b) log(z + iy)

Esist z = a+iy = /a2 + y2e'2e8n 24267 ynd log 2 = log(y/22 + y2)+i arctan vy
2kmi fur alle k € Z.

c) ™ = ¢itloge — gin(loge+2hmi) — 1

d) it = eflosi = ei(im(2h+3)) = o=m(2k+3) fiiy alle k € Z.

e) sin(z + iy) = sinx cosiy + siniy cosx = sinx cosh y + i cos x sinh y
23.) Man stelle z =1+ sina —icosa mit 0 < o < 27 in trigonometrischer Form dar.
24.) Man bestimme die Wurzeln = € C der Gleichung (z + )" + (z — i)™ = 0.
25.) Man bestimme

a) (%)ﬂ - (ei%)ii = e_il"gez% = i3 +26) — om(5+20) fiip alle k € Z.

1) isinh(Z) . -
1) cosh(g) =1 tanh(Q)

b) tan T = u =

2 cos(

¢) cos(x +iy) = cosx coshy — isinxsinhy

1+i(ix) )

d) arctanwzi = o- log(lii(m)

=4 log(%) + km
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26.) Man bestimme die Losungen x der Gleichung:

<1+:m')" _ I+itana

eR
1—x @

1—itana

27.) Berechnen Sie [ [z|dz, wobei v geradlinig oder auf E mit E Einheitskreis mit
|z| <1 von —i nach i lauft.

28.) Man berechne mit der Cauchy-Integralformel:

Dabei ist v eine geschlossene einfach positiv umlaufende Kurve und f ist holomorph
in 2 mit f(w) =

27” fy pem— ) dz fiir alle w im Innern von v.

a) Ji.=2 Szlizz dz

Es ist w = —i im Kreis mit dem Radius » = —2 und f(z) = sin z holomorph.
2 2
Insgesamt ergibt sich f(—i)2mi = f‘z| o Szlif dz = sin(—i)2mi = 2mi%—5"~ =
m(e—1).
d
b) f|z+2i‘=3 z2<|;27'r2

Es ist w = —im im Kreis um —2¢ mit Radius r = 3 und f( )=

2. Insgesamt ergibt sich f|z+2i|:3 22‘1722 = f|z+2l| 3T ET ]y = 2mf(—z7r) = _2;; =
—1.

d
C) f\z|:2 Til

1
Der Ansatz f| 2=2 % = f| 2=2 % dz ist nicht erfolgversprechend, da
WM nicht holomorph ist. Ein anderer Weg ist:
/ / / / 1dz / 1dz
z4—1 4 4-1) 4z—|— 4z—1 4(z+1)
|z|=2 |z|=2 |z|=2 |z|=2 |z|=2

:i(2m(1—1+z’—z’))zo

29.) Man berechne

a) f7|z|2dz mit v: z(t) = acost +ibsint,t € [0,27],a,b >0
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A. Ubungsaufgaben

Es ist 2(t) = acost + ibsint und 2/(t) = —asint 4 ibcost. Somit ergibt sich:

U
/|z]2dz = /\acost + ibsint|*(—asint + ibcost) dt

21 27 2 2w

/ a®sint cos tdt—i—/za%cos tdt—/ab251n tdt+/ /b3sm tcost
0 0

/cos?’tdt:cos tsint—|—2/costsin tdt
.92 1. 3
cos t sin tdt:§sm t
/Sin3tdt: —sin2tcost—|—2/sin2tcostdt

1
/sin%costdt:—gcos?’t
2
:>/\z\ dz =0
Y

b) f|z\:r|z| d|2|

Aus |z| = 7 folgt, z(t) = re'? und 2/(t) = ire’?. Nun haben wir |dz| = |2/| dp = r dy

und es ergibt sich: [, _ [2]|dz] = f02”7“ crdp = 2mr?.

c) f G 2+4)2 dz mit v = Z1z3 Strecke von z; nach z9
D1e Funktion ist an der Stelle +2¢ nicht definiert. Falls +2i nicht auf der Strecke
Z122 liegt, konnen wir den Satz iiber Stammfunktionen anwenden und es ist
F(z)= (22+4) Damit ergibt sich fiir das Integral: [, f(2) dz = F(22) — F(21) =

1(_1 1
2 \Z54+4  z3+4)°

30.) Mit Hilfe der Cauchy-Integralformel (fiir f bzw. f(™) bestimme man

Man nimmt die n-ten Ableitungen der Cauchyschen Integralformel. Es ist A )(ZO) =
2m fCr (20) %dw sowie f(z) = < £ f(z) = g_?’f//( 2) = 7_25 +2e Also

ez

haben wir f|zf3/2|=1 m dz = % //(1) = TT.

31.) Man berechne

/22 dz+ 2z 2 dy

oF
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32.) Mittels Cauchy-Integralformel bestimme man:

dz

a) Jij=s 2T
Es ist

az az

2(242:+2)  2(z—(—1+4)(z— (-1 —1))

und durch Partialbruchzerlegung erhalten wir:

1 A LB +C’+D
2z —(—=14+))(z—(-1—14) z+1—-i z+i+1 22
A+ i+1)(2%) + Bz +i— 1)22 + Cz(2% + 22 4+ 2) + D(2* + 22 4 2)

B 22(22 + 22 +2)

Fir z = 0 ist 2D = 1, also D = /2. Fiir z = —1 4 i ist A(2i)(—1 4+ i) =
2iA(1—2i—1)=4A =1, also A =1/4. Fiir z = —i — 1 ist B(—2i)(—i — 1) =
—2iB(1 +2i—1) =4B =1, also B = /4. Nun haben wir die linearen Terme
0=2Cz+ 2Dz, also C = —D = —1/2. Somit kénnen wir schreiben:

1 1 11 >e“2

eaz

20— (—1+i)(z— (-1—1)) (4(z+1z') TierivD 22 22

Nun kénnen wir das Integral fiir zg = 0 l6sen:

eCIZ az az
7d 7d
/ z2(z2+2z+2) / Ad(z+1—1) i / d(z+i+1)
C3(0) Cg 03(0)
—d
/ 2z et / 222
C3(0) C5(0)
= 1 dz+ 4 dz
(z = (=1+1)) (z—(=i—1))
C3(0) C3(0)
1 eaz az
— 5 / — 0 dZ + / 9 3 dZ
03(0) C3(0)
a(—1+1i) a(—1—1) Oa 1
e e
=2 — — | +2miae=
m( 1 + 1 5 ) + 2mae 9
a e °
-9 - hd ai ai
i ( 5ttt (e +e ))
—ri(—14ad cosa)

b) Jizj=r (z,a)gwa la| <7 <[b],m,n € N\ {0}
Die Funktion f(z) = W ist holomorph im Kreis C,(0). Nach dem Homologie-
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A. Ubungsaufgaben

satz (Satz 3.4) gilt fir hinreichend kleines R < |b — al:

dz _ &) mf(” Y (z0)
/ (z—a)*(z —b)m / (z—a)" dz=2 (n—1)!

Cr(0) Cr(0)
fiir z9 = a. Dabei ist f(z) = (z —b)™™ und fV(z) =m-...- (m+n —
2)(—=1)""Ya — b)"™m "L Insgesamt haben wir:
/ dz me...-(m4n—=2)(=1)""Y(a—b)"m Tt
= 2m
. (z—a)"(z—b)m (n—1)!
_ 1(_1\n—1 _ p\—m—n+1
i mn = e b)
(m—1)(n—1)!
_ i (m o 2)( 1)1 (g — )~

33.) Man bestimme Real-, Imaginirteil, Betrag und Argument:

a) z= 21j3iz‘

2= (28"

¢) z=(1+49)"+(1—-4)?",neN
34.) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p:
3k

a) Yieo ZQT

Die geometrische Reihe konvergiert fiir |§| < 1. Daher ist p = ¥/2.

K24k \ ¥

b) i (Uh) 2

Nach dem Wurzelkriterium gilt p=! = limj_ oo /Jax]. Also haben wir % =

: 3k%+k _ 3 : _ 2
limy o0 WILT = B und somit p = 3.

¢) Y0 grfy (2 + )"

. . . 13k+1(
Das Quotientenkriterium liefert p = = limy, %OO]%’ _
. 3(2k+2) (2k+1
limy, oo 32k+2)(2k+1) k-?-(l ) — o

35.) Man bestimme die Potenzreihenentwicklung von f um z:

2 .
a‘) f(Z) = 3§++11’ZO = 27Z0 =1
Fiir z9 = 2 ist f(z2) - B4 Bz-2)+ 22022(—1)"33,:%(2 —2)* mit p = 3. Denn
wir haben f(z) = % ist flir z # —1 holomorph. Der Konvergenzradius ergibt
sich durch ,0 =2 —(—1). Denn —1 ist eine isolierte Singularitéit Potenzreihenent-

1 _1 1 _1 .
wicklung: z+1 = 273~ 3= T 31 Z32 =3 Lyoe (z — 2)". Weiter
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haben wir fo =322 +1=3((2—2)+2)2+1=3((2—2)2+4(z —2) +4) + 1=
3(2—2)2 +12(2 — 2) + 13 und es ist f = fo 3200 S (2 — 2)m.
Fir zo =i ist f(2) = (=1+4)+(3+2i)(2 — 1)+ 3,2 W’BH( i)" und p = /2.

fi=324+1=3(z—i)> +6i(z —i) — 2
3224+ 1=as(z —i)* +ay(z —i) + ap

Es ist sofort klar, dass az = 3 und ag = f1(i) = 2. Fiir a1 ist a1 = f{(i) = 6i.
- _ 1 1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1 1
Firfo=ci=Gomm ~tmma - i neo(—1)" g (2 —
i\ = fzo(—l)"W(z — )" mit |1+1] JQZ| < 1, also |z — i| < v/2. Dies
ist funktionentheoretisch sofort klar. Denn wir entwickeln um zy = 7 und die
Singularitét ist bei —1. Der Abstand zwischen den Punkte ist genau /2.

Wir haben also

f=Trre
— §:3 ( 1):+1 (Z—Z)n+2 + iG’L ( :+1 (Z—’L)n+1
n=0 (1+ ) n=0 (1+ )
o (=1)" n
-2
— ( 1)n AT - (_ )n—l n
= z—1)" + 67 z—
P "l =
F LA
-2 2 . 67 .
“iriTa+ ')2<Z_Z)Jr i
. . -1)" n
+Z( 1+’I/ 67/(1%”1/)2)(1(_'_7,)),”/“(22)
Es ist nun weiter, — 1-2H = Zfl 22’) =—(1-d)=i—1,(1+14)% =24, ﬁ 4 167:1‘ =
2??1(2-1;50 = =40 — =243 — (92 4 3¢)(—i) = 2i + 3. Wenn wir oben fortsetzen,
ergibt sich:
_ _ (=" n
f=i—-14+(3+2i)(z 1—1—42 )n+1(2 i)
n= 2

2

b) f(Z):(ZH)Z(W,ZOZO
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A. Ubungsaufgaben

22 1 31 i 1

1
f(Z)Zm__Z—i—z 4i—z 2(z—1)?

o0

—z—z_z (—i)n+t
n=
2"
i—zzzinﬂ
n=0
1 1y LN =~ n .,
_(z—i)2_<z—i> - (_nz::oinH) ——;Z-nﬂz

/-1 1 3 1 T n 1 1
flz)=3 <4Z'n+1 T 1 (=it 2Z'n+1) 2+ (z T —z)

n=1

oo A\n+1 n+1 _'n+1
( Z) +1 : ( Z) ZZR—H n+1_|_1+( ) )Zn

i
I

(Weitermachen J Die Losung geht noch weiter.

36.) Man bestimme den Konvergenzradius

o0

S (n*+b")" beC

k=0

1.Fall Fiir b=0ist a, =n® und R = limy, 00| 2% +1| = hmn_wo]m]

n24b" _

2.Fall Fiir [b] € (0,1) strebt b gegen 0 und es gilt, R = limy,o0| ;22— \ = limy o0 | rtomiser | =

limy, o0 |
3.Fall Fiir |b] = 1 strebt |b|" gegen 1, d. h. b" ist beschrankt. Damit ist auch R = 1.
4.Fall Fiir [b| > 1 strebt b gegen co und es ist R = ﬁ
37.) Die Summe Y az2* habe den Konvergenzradius p. Welchen Konvergenzradius hat
a) a2
b) Sa2zk
38.) Man entwickle in eine Potenzreihe um zp = 0:

a) f(z) =sin?z
Es ist sin(2z) = cos?z —sin?z = 1 — 2sin 2z und es gilt:

sin?z = 1/2 — 1/2 Z

n=0

n __ - (_1)71 n
(2n)122 __1/2;::1 (2n)! &
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b) f(2) = cos(z% — 1)

cos(—1) — sin(2?) sin(—1)
cos(1) + sin(2?) sin(1)

o0 _1 n o0 1 n
= ( z4ncos1+z )
: n=0

cos(z? — 1) = cos(z

22401

=Dt
— (2n +1)!

39.) Man bestimme die Art der Singularitaten:

a) lfcgs z

z
Die Funktion hat in zg = 0 eine hebbare Singularitét:

0 —1)" 0 _1n+1
1—cosz:1—z( )z%zziz%

= (2n)! = (2n)!
1—cosz _ i (—1)ntt 202
22 —  (2n)!
n=1

b) e'/? + 1/z
Die Funktion besitzt in zg = 0 eine wesentliche Singularitit, denn

1 /1\" 1
Yz g 1/, — — (= z
et 7;)”! <z) +z

Fiir jedes m € Z gibt es ein k € Z mit k < m und ax # 0.

40.) Man bestimme den Konvergenzradius von:

[e’e] n!)? n
a) n=0 %Z

Nach dem Quotientenkriterium ist p = 4.

b) Y0 o(cosn)z"

41.) Es habe " agz* den Konvergenzradius p. Welchen Konvergenzradius hat 3 aiz%

und Y- 277

42.) Bestimmen Sie die Laurentreihenentwicklung um 2o = 0 fiir alle in Frage kommenden
Kreisringe von:
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A. Ubungsaufgaben

Wir entwickeln zunachst die Summanden:

1 1 1 1°°<z>"
- _Z =_Z Z |z| <3
-3  31-:2 3;:0 3
1 11 1.3 /3\"
-3 213 Z() |2l >3
z n=>0
1 11 1. /2\"

_ = - _ ad )
2-2  21-:% 22(2) 2l <
n=0

1 11 1.2 /2\"
2_2221_2222(2) 2] > 2
z n=0

n

&H
S
I
|
LW
Nk
w‘w
3
|
/|\
N |
N———
gk
[NONERN
3 3
|
hE

1 n
— — | Z
=0 <3n+1 o 2n1+1>

12" 12

i
=)
3

\

2.Fall Fir 2 < |z] < 3:

=35> %
3 rd 3" =z — "
o 2 S on
- Z 3n+1 - Z zn+1
n=0 n=0

3.Fall Fir |z| > 3:

fo) = ( > - 2) = 3@ -2

n=0 n=0
-1
— Z (3—71—1 _2—n—1)zn
n=-—00

43.) Man bestimme die singuldren Punkte und die Art der Singularitidten von

a) =
Wir miissen die Punkte zg = ¢ und zg = —i betrachten:
. . . z2(z—1) ) z 7 1
fm(z i) () =lm =y = s =5 =3
: . 2z z =i 1
zgnli(z T Z)f(Z) o Zi)IE’L 22 +1 o zgnlz 2 —1 - —722 - 2

Das heif3t, es gibt bei i und —i einen Pol erster Ordnung.
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b) i

Wir miissen die Punkte 0,1 und —1 betrachten:

z

lim2f(2) = lm “ 5y = 1
1—=2 1
1. 1 —_ = 1 _— = —
lim(1 = 2)f(2) = lim d1+2)(1-z2) 2
1+ 2 1
lim (1 - lim — "~
Z_1>H_11( + Z)f(Z) z_1>H_11 Z(l n z)(l _ Z) 2

Somit gibt es in allen drei Punkten einen Pol erster Ordnung.

c) =
Die Funktion g(z) = sin z ist in C holomorph. Falls g(z) eine Nullstelle erster
Ordnung besitzt, so besitzt f(z) auch einen Pol erster Ordnung. Fiir die Nullstellen
zp € C wissen wir, dass zgp = kn mit k € Z Nullstellen sind. Wir nehmen an,
dass es ein z = a 4 ib mit b # 0 und sinz = 0 gibt. Dann ist sin(a + ib) =
sina cosh b + icosasinh b = 0. Fiir b # 0 ist sinh b # 0 und fiir alle reellen Zahlen
b ist coshb # 0. Damit miisste cosa = sina = 0 sein, was ein Widerspruch ist.

Somit hat f(z) an den Stellen k7 Poler erster Ordnung.

44.) Gewinnen Sie die Laurentreihe fiir
a) f(z):m,l< 2| <2

1 A B 1 1
(x—4)(az—1)_x—4+x—1_3(x—4)_3(x—1)

1 1 1 1, 2k X gk

4 k=0 k=0
1 1 1 11 il |
— =1 =_) 5=-> 5 [l>1
r—1 3:1—; T Pl
1 1z 11
—_— = —— — = = — 1< |zl <4
(x —4)(z—1) 3;;04’”1 S;mk
2 1i 2%k 1i 1
= Z _—— S — E—
(22 —4)(22-1) 3 A 3%

L& A 1i 1
= T3 2 gkl T3 2u L2k
3k:04 3k:1z

Z57n

1/n
b) f(z) = el =25 > =0 Zn! =2 o nl

45.) Man beweise

a) Eine isolierte Singularitit zgp von f ist genau dann Pol m-ter Ordnung, wenn
lim,_,,,(z — 2z0)™ f(2) existiert und ist ungleich Null.
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A. Ubungsaufgaben

b) Sei g holomorph in einer Umgebung von zp und zy Nullstelle m-ter Ordnung von
g = 1/g hat in 2y einen Pol m-ter Ordnung.

c¢) Fiir eine ganz transzendente Funktion f gilt:
i. Ya € C3(zp): |2n] = 00 A f(2n) = a
ii. I(zn): |zn] = 00 A|f(2n)| = o0
46.) Man bestimme die Laurentreihenentwicklung fiir

1
= e

1<|z] <2

[Lmk stnifigen J 47.) Beweisen Sie Satz 1 aus Abschnitt 7(Rechenregeln fir Residuen).

48.) Leiten Sie fiir f(z) = e**7/* die Laurentreihendarstellung her:

[e.e]

=S eale™ 427 240
n=0
s 1 1 1
n — N - >1a =5 .
S e A P Y e

49.) Man bestimme die Art der Singularitidt, Residuen und Hauptteil von f(z) = (2 +
2) sin z41r2‘

50.) Man zeige:
a) [ Tl gy — 1\/2

—00 1.4+1
00 x? by
b) Ji grberes dr = § (V5 - 1)

51.) Man bestimme [ M% =z

52.) Zeigen Sie, Y o2 @ = 5, cothma — ﬁ fiir a > 0.
53.) Bestimmen Sie, [°7 mflﬁ)z indem Sie zunéchst eine Stammfunktion berechnen und
dann mittels Residuentheorie.

54.) Man berechne

a) Jo° m% dx

b) [ Ltl gy

—00 x6+1
2 3t _
C) 0 5flescost dt = 1% ) )
Hinweis: Substituiere z = e und zeige dz = ie'’dt. Dann ergibt sich, cost =
1/, . s
z+2/ ,co83t = -+ — 027r... = [yp..- mit OF = {z € C: |z] = 1} positiv

orientiert.
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55.) Man zeige

£ w1
= (a+bn)? b2 sin?7afe
wobei 7 # 0 und ¢/b ¢ 7.
56.) Berechnen Sie
a) 70, (w;‘fi(flﬂg)Q = - mit a > 0
2r d 2 :
b) 5 me:\/#mlta>l
c) 027r Wj#t)z mit a > |b| oder zu Beginn mit a = 2,b =1
-1 1 1
d) ?Lozl (712-34 = %sinh%r -3
Hinweis:
o) T s
S U fm) =~ Y Res T (f(5)] 3 f(n) =~ 3 Resmeot me[f(2)]
— 00 —00

wobei > Res ¢(2)[f(z)] Summe der Residuen von ¢(z)f(z) beziiglich der Pole
von f(z) und f(z) meromorph.

0o 1
€) Xnt1 2D (n2+4)

57.) Man berechne

D) I3 i = S wit bl <1

b) o™ ety = Tith mit |p| <1

c) ?Zlm = ﬁco‘chwa—k%m — 5o mit a > 0
d) Y0, ity = /2R (20 cot mzg) —1/2 = T sinVntsinh/om

_1_ _m_sinhy2risinmy/2
4+/2 sin? 7/\/24+sinh? ©/v3 2

) 24/2 cosh mv/2—cos m/2
5 mit 2p = e/t = %\/54—2%\/5

58.) Man berechne

8) Tnli smieas = ~2ra ~ @ Tt gt fiir a >0
b) s — me t mew T g
59.) Entwickeln Sie in Laurentreihen
a) f= ﬁ um die Singularitdten von f (jeweils in einer punktierten Kreisscheibe)
n € N\ {0}
b) £ = gty

" €N \ {0}, zo = 0 in geeigneten Kreisringen
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B.

ii.

iii.

iv.

vi.

vii.

viii.
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Priifungsklausur vom 2009-07-21

Definieren Sie die Begriffe analytische Funktion, isolierte und hebbare Singularitit
sowie Polstelle.
Siehe Definition 3.1 und Definition 5.1

Formulieren Sie die Sétze: Cauchysche Integralformel fiir Kreise und Potenzreihen-
entwicklung holomorpher Funktionen (Konvergenzradius und Cauchyformel).
siehe Satz 4.1 und Satz 4.3

Seien z1 = 1, 29 = 2+ die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks. Man suche die dritte
Ecke z3 = a + b (im mathematisch positiven Sinn).

Bestimme den Konvergenzradius:

e’ (n+1)2” n
a) n=0 3n z

0o log2 n+2))3"n!
b) n=2 {log_(n2))3"n! 235—4n7)1)+1 2"

Berechnen Sie (alle Zweige):

a) log %

b) i
Man bestimme Y 0° 4 n%ﬂ

. 2
Berechnen Sie [ %

. . 27 cos? 3tdt
Bestimmen Sie [ 5/a—cos 20"
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